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1. Calcular las conexiones de la métrica ds®> = ¢2¥ (dT2 —dX 2).

. , . vi vi
Vamos a demostrarlo de tres formas distintas, para empezar usemos el método que usa Javier en el video
y que explica en su curso de Relatividad General.

é'T . gT = €2X = 0= 8T(€T . gT) = 28Té’T . gT = 2(F%T€T + F¥T€X) . gT = 262X1—‘§T — F%T =0

202X = Ox(&r - ér) = 20xer - &r = 20 % per + T3péx) -&r = 2274 = Th, =1 =T%,

Similarmente, usando €x - €x = —e?X
0=0r(Ex -Ex) =20réx -€x = 2(0Eer + Ty ex) - ex = —2* 5y = T3, =0=T%,
—2e*X = Ox(€x - €x) = 20x€x - Ex = 2T % yér + T x€x) - x = =22 T8y =Ty =1

Y finalmente, usando esta informacién con €x - ér = 0

I O o o S S o X - 2X 2X X X
0=0r(€x -ér)=0réx -eér+éx  -0rér=ér-ér+eéx - (Tpréx) =" —e* T =Ty =1

S o S o S - T - - _ S o 2X T T
Oz@X(eX-eT):8XeX~eT+eX-8XeT:(FXXeT+eX)~eT+eX~eT:e FXX:>FXX:0

La segunda forma es utilizar que las geodésicas en un espacio curvo tienen la forma
d2z dz® dz?
dA dXx dA
Y que éstas se obtienen buscando la trayectoria que minimiza el funcional
da® dz¥ . .
Jow'y Tt = [ X - X% ax @
Por lo tanto, usando las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos

OL _pexxp =2k _ 400

: — T =0 42X XT —22XT =0 T+2XT =0
o7 9T DT e e — 1 +

Que, comparando con la ecuacién (1) obtenemos directamente I'y - = T = 0 y T4 = 1. Haciendo lo
mismo para X

oL i L d oL . . . . . .
= = —22XX == — — 2 =922X(T? — X?) + 42X X% 4 262X X = X+X247%=
5% e =0 X Dy ( )+ 4e +2e 0= X+X"+ 0

Y, por lo tanto, ¥y =I'F, =1y I'{, = 0. Podemos escribir:

me= () (609) &




La tercera forma de demostrarlo es hacerlo usando la definicién
1 174
FZB = 59” (aozgﬁu + aﬁgay - augaf}) (4)

en efecto, como nuestra métrica tiene la forma § = g, con Q una funcién de las coordenadas y g la
métrica de Minkowski, podemos reescribirlo como:

B 1 7 ~ ~ ~
Fgﬁ = 59} (aagﬂu + aﬁgau - augaﬁ)
1
= igilgmj (Qaagﬁu + 8anﬁv + Qaﬁgau + aﬁanu - Qaugaﬁ - angaﬁ)
1 1
= §gNV (8agﬁy + 3ggay - avgaﬁ) + 5Q 19“ (aanB'/ + agany — &,anB)

1 - " v " 1 14 v v
=Tl + 597 (050082 + 64050 — gapg" 0,Q) =T, + 3 (858% + 6464 — gapg™”) 9 (In Q)
Ahora, usando lo que sabemos I'! =0y %Q_laAQ = 0\ X es facil calcular las conexiones.
2 2 _ —2X(92 2
2. Demostrar 0; — 05 = e = (07 — 0%)

Fijémonos que 9?2 — 9% = ¢*¥9,,0,. Las derivadas transforman como
t T H

1
_ ox'™ _,
Oxh ¢

O
Por lo que podemos reescribir la expresién como

yAe%
,0x

0" 922" 02’ ox'”
Hv = g" / 9 =g —9. g a0 ., 00!
9" 0u0y = g Oxt Ou ( ox¥ 5/3) I oxHoxY 05+ (g ozH Ox¥ 995

Pero precisamente, la métrica en las nuevas coordenadas se escribe como

18 _ v ax/a 8x'ﬁ
oxt Oxv

g

Por lo que, si ignoramos el primer término de la expresiéon de la derecha obtenemos

0F = 02 = 90,0, = 70,05 = e (9% — %) (6)

Vamos a ver qué ocurre con el término que falta, aunque podriamos calcular las segundas derivadas,
vamos a aprovechar que ya conocemos las conexiones para reescribir la segunda derivada como

/w aleﬁ s ax/)\ oz'”

dxhdzy Y. ozt Oxv

_ ApmB
=—g p]‘—‘kp

Como en nuestro caso la métrica es diagonal; g7 = 0, éste término es trivialmente cero para § = T,
puesto que al expandir los 4 términos, todos ellos son cero. Para = X sobreviven dos términos y nos

queda
ApX ITT X IX XX
g, =9 "Tpp+9""I'xx =
dado que g7 = —g/XX y X, = TX . Por lo que podemos, en efecto, ignorar éste término en la ecuacién

(6), pero notemos que éstas segundas derivadas no son, en general, cero. Por lo que podemos ver que el
objecto 0,0, no transforma como un tensor.



3. Demostrar (0;,¢)? — (0,0)? = e *X((0r¢)? — (0x¢)?)

El procedimiento para demostrar esta ecuaciéon es idéntico al anterior, ya que

ox'* , 9a'” 0a' da'”
S O S Oy = (g““ e &U) 046050 = 970,000

(0:0)? = (020)* = 9" 0Oy = g™

=e72X((0r¢)* — (0x9)?)

Notemos que ahora no aparece ningiin término extra que se tenga que cancelar como pasaba en el caso
anterior, comprobamos pues que J,¢0, ¢ transforma como un tensor. Esto lo podemos ver més claro
recordando que, para funciones escalares se cumple que V,¢ = d,¢, por lo que se cumple que

au¢av¢ = Vu¢vv¢

mientras que no es cierto que 9,0, = V,V,.



