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1. Calcular las conexiones de la métrica ds2 = e2X
(
dT 2 − dX2).

Vamos a demostrarlo de tres formas distintas, para empezar usemos el método que usa Javier en el vídeo
y que explica en su curso de Relatividad General.

e⃗T · e⃗T = e2X =⇒ 0 = ∂T (e⃗T · e⃗T ) = 2∂T e⃗T · e⃗T = 2(ΓT
T T e⃗T + ΓX

T T e⃗X) · e⃗T = 2e2XΓT
T T =⇒ ΓT

T T = 0

2e2X = ∂X(e⃗T · e⃗T ) = 2∂X e⃗T · e⃗T = 2(ΓT
XT e⃗T + ΓX

XT e⃗X) · e⃗T = 2e2XΓT
XT =⇒ ΓT

XT = 1 = ΓT
T X

Similarmente, usando e⃗X · e⃗X = −e2X

0 = ∂T (e⃗X · e⃗X) = 2∂T e⃗X · e⃗X = 2(ΓT
T X e⃗T + ΓX

T X e⃗X) · e⃗X = −2e2XΓX
T X =⇒ ΓX

T X = 0 = ΓX
XT

−2e2X = ∂X(e⃗X · e⃗X) = 2∂X e⃗X · e⃗X = 2(ΓT
XX e⃗T + ΓX

XX e⃗X) · e⃗X = −2e2XΓX
XX =⇒ ΓX

XX = 1

Y finalmente, usando esta información con e⃗X · e⃗T = 0

0 = ∂T (e⃗X · e⃗T ) = ∂T e⃗X · e⃗T + e⃗X · ∂T e⃗T = e⃗T · e⃗T + e⃗X · (ΓX
T T e⃗X) = e2X − e2XΓX

T T =⇒ ΓX
T T = 1

0 = ∂X(e⃗X · e⃗T ) = ∂X e⃗X · e⃗T + e⃗X · ∂X e⃗T = (ΓT
XX e⃗T + e⃗X) · e⃗T + e⃗X · e⃗T = e2XΓT

XX =⇒ ΓT
XX = 0

La segunda forma es utilizar que las geodésicas en un espacio curvo tienen la forma

d2xµ

dλ2 + Γµ
αβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0 (1)

Y que éstas se obtienen buscando la trayectoria que minimiza el funcional∫
gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ =

∫
e2X(Ṫ 2 − Ẋ2) dλ (2)

Por lo tanto, usando las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos

∂L

∂Ṫ
= 2e2X Ṫ =⇒ 0 = ∂L

∂T
− d

dλ

∂L

∂Ṫ
= 0 − 4e2XẊṪ − 2e2X T̈ = 0 =⇒ T̈ + 2ẊṪ = 0

Que, comparando con la ecuación (1) obtenemos directamente ΓT
XX = ΓT

T T = 0 y ΓT
XT = 1. Haciendo lo

mismo para X

∂L

∂Ẋ
= −2e2XẊ =⇒ 0 = ∂L

∂X
− d

dλ

∂L

∂Ẋ
= 2e2X(Ṫ 2 − Ẋ2) + 4e2XẊ2 + 2e2XẌ = 0 =⇒ Ẍ + Ẋ2 + Ṫ 2 = 0

Y, por lo tanto, ΓX
XX = ΓX

T T = 1 y ΓX
XT = 0. Podemos escribir:

Γµ
αβ =

ÇÇ
0 1
1 0

å Ç
1 0
0 1

åå
(3)
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La tercera forma de demostrarlo es hacerlo usando la definición

Γµ
αβ = 1

2gµν (∂αgβν + ∂βgαν − ∂νgαβ) (4)

en efecto, como nuestra métrica tiene la forma g̃ = Ωg, con Ω una función de las coordenadas y g la
métrica de Minkowski, podemos reescribirlo como:

Γ̃µ
αβ = 1

2 g̃µν (∂αg̃βν + ∂β g̃αν − ∂ν g̃αβ)

= 1
2Ω−1gµν (Ω∂αgβν + ∂αΩgβν + Ω∂βgαν + ∂βΩgαν − Ω∂νgαβ − ∂νΩgαβ)

= 1
2gµν (∂αgβν + ∂βgαν − ∂νgαβ) + 1

2Ω−1gµν (∂αΩgβν + ∂βΩgαν − ∂νΩgαβ)

= Γµ
αβ + 1

2Ω−1
Ä
δµ

β ∂αΩ + δµ
α∂βΩ − gαβgµν∂νΩ

ä
= Γµ

αβ + 1
2
Ä
δµ

β δν
α + δµ

αδν
β − gαβgµν

ä
∂ν(ln Ω)

Ahora, usando lo que sabemos Γµ
αβ = 0 y 1

2 Ω−1∂λΩ = ∂λX es fácil calcular las conexiones.

2. Demostrar ∂2
t − ∂2

x = e−2X(∂2
T − ∂2

X)
Fijémonos que ∂2

t − ∂2
x = gµν∂µ∂ν . Las derivadas transforman como

∂µ = ∂x′α

∂xµ
∂′

α (5)

Por lo que podemos reescribir la expresión como

gµν∂µ∂ν = gµν ∂x′α

∂xµ
∂′

α

Ç
∂x′β

∂xν
∂′

β

å
= gµν ∂2x′β

∂xµ∂xν
∂′

β +
Ç

gµν ∂x′α

∂xµ

∂x′β

∂xν

å
∂′

α∂′
β

Pero precisamente, la métrica en las nuevas coordenadas se escribe como

g′αβ = gµν ∂x′α

∂xµ

∂x′β

∂xν

Por lo que, si ignoramos el primer término de la expresión de la derecha obtenemos

∂2
t − ∂2

x = gµν∂µ∂ν = g′αβ∂′
α∂′

β = e−2X
(
∂2

T − ∂2
X

)
(6)

Vamos a ver qué ocurre con el término que falta, aunque podríamos calcular las segundas derivadas,
vamos a aprovechar que ya conocemos las conexiones para reescribir la segunda derivada como

gµν ∂2x′β

∂xµ∂xν
= −gµνΓβ

λρ

∂x′λ

∂xµ

∂x′ρ

∂xν
= −g′λρΓβ

λρ

Como en nuestro caso la métrica es diagonal; g′T X = 0, éste término es trivialmente cero para β = T ,
puesto que al expandir los 4 términos, todos ellos son cero. Para β = X sobreviven dos términos y nos
queda

g′λρΓX
λρ = g′T T ΓX

T T + g′XXΓX
XX = 0

dado que g′T T = −g′XX y ΓX
T T = ΓX

XX . Por lo que podemos, en efecto, ignorar éste término en la ecuación
(6), pero notemos que éstas segundas derivadas no son, en general, cero. Por lo que podemos ver que el
objecto ∂µ∂ν no transforma como un tensor.
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3. Demostrar (∂tϕ)2 − (∂xϕ)2 = e−2X((∂T ϕ)2 − (∂Xϕ)2)
El procedimiento para demostrar esta ecuación es idéntico al anterior, ya que

(∂tϕ)2 − (∂xϕ)2 = gµν∂µϕ∂νϕ = gµν ∂x′α

∂xµ
∂′

αϕ
∂x′β

∂xν
∂′

βϕ =
Ç

gµν ∂x′α

∂xµ

∂x′β

∂xν

å
∂′

αϕ∂′
βϕ = g′αβ∂′

αϕ∂′
βϕ

= e−2X((∂T ϕ)2 − (∂Xϕ)2)

Notemos que ahora no aparece ningún término extra que se tenga que cancelar como pasaba en el caso
anterior, comprobamos pues que ∂µϕ∂νϕ transforma como un tensor. Esto lo podemos ver más claro
recordando que, para funciones escalares se cumple que ∇µϕ = ∂µϕ, por lo que se cumple que

∂µϕ∂νϕ = ∇µϕ∇νϕ

mientras que no es cierto que ∂µ∂ν = ∇µ∇ν .
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